Definicja 1. Niech dany bedzie ciqg (an)nen liczb rzeczywistych. Szeregiem
o wyrazach a, nazywamy ciqgg (Sp)nen sum czesciowych:

&zé% (1)

Szereg taki oznaczamy Y 7 a,. Mowimy, zZe szereg zbiezny, jesli istnieje skon-
czona granica S ciggu (Sy)n. Liczbe rzeczywistq S nazywamy sumq szeregu i
piszemy S =300 | Q.

Jezeli lim, o S, = +oo (lub —oc) to mowimy, Ze szereq
rozbiezny do +oo (odpowiednio —oo).

Jezeli lim,, ., S, nie istnieje, to szereg taki nazywamy rozbieznym.

o

n=1an jGSt

Prayklady
1.
(o] 0 q
Zq =1 dla |q| < 1,bo (2)
n=1
e 1—61" q
Sn: 2 nd:f - 3
q+q + +q 611 7 1—gq (3)
2.
Y =400 bo S,=1+1+...+1=n (4)
N——
n=1

n

Twierdzenie 1 (warunek konieczny zbieznosci szeregu). Jezeli szereg > 00 | ay,
jest zbiezny, to lim, ., a, = 0.

Dowdad.
an:Sn—Sn_lmS—S:() (5)
]

Twierdzenie 2. Jezeli szeregi > 07 Qn, >.neq by sq zbieine, to zbieine sq
. oo oo o0 .
szeregi 300 1 (an +by), S0 (an — b)), Y00, ¢ ay,c € R, oraz:

i(anern) = ia,ﬁr ibn (6)
i(an —b,) = ilan — ibn (7)

ic-an:aian (8)

n=1



Definicja 2. Moéwimy, ze szereq > .7, a, jest zbiezny bezwzglednie jesli zbiez-
ny jest szereg >.o0 1 |an|

Twierdzenie 3. Kazdy szereg zbiezny bezwzglednie jest zbiezny.

Twierdzenie 4 (kryterium poréwnawcze dla szeregéw o wyrazach nieujem-
nych). Niech dane bedg dwa szeregi Y 0% | an, > ooy by oraz niech 0 < a, < by,
dla n € N, wtedy:

1. Ze zbieznosci szerequ Y .2 | b, wynika zbieinos¢ szerequ Y .2 | ay.
2. Z rozbieznosci szeregu Y2 1 a, wynik rozbieznosc szerequ Y o by,.

Twierdzenie 5 (o grupowaniu wyrazéw szeregu zbieznego). Jezeli szereg
>0 | ay, jest szeregiem zbieinym i jesli (1,)nen jest rozsngcym ciggiem liczb
naturalnych, to szereg >, (aln +ap, 1t a2+ tag,

Twierdzenie 6 (kryterium d’Alemberta dla szeregéw zbieznych o wyrazach
nieujemnych). Niech dany bedzie szereg Yo% | a, i niech a, > 0 dla n € N.
Wtedy:

an
1. Jezeli istnieje takie p < 1 oraz takie N € N, Ze < p dlan > N to
Qn
Yy an Jest 2biczny.

a
2. Jezeli istnieje takie n € N, Ze ZH > 1ldlan > N to X2 ay
jest rozbieziny. "

Dowad.

2 _N+1
Uns1 < Plp < P2ap_q < PPap_g < ... <p" N Tlay (9)

Whiosek: Jezeli }>>° | a,, jest szeregiem o wyrazach dotatnich i jesli

. CLn—‘,—l
lim

n—oo (.,

=1

to:
1. jesli A < 1, to Y02, a, jest zbiezny
2. jesli A > 1, to >0 a, jest rozbiezny

Przyktady:



L.
> n?+2n
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an n? +2n B 3(n?+2n) 3
371
(11)
2.
> o (12)
n=1 2
(n+1)!
any1 ontt nl(n+1)27
(n, n! 2 - 2nn) (13)
on
1
= n—21- > 1 = szereg jest rozbiezny (14)

Twierdzenie 7 (kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego dla szeregéw o wy-
razach nieujemnych). Niech dany bedzie szereg Y00, a, i niech a, > 0 dla
n € N. Wtedy:

1. Jesl istnieje takie p < 1 1 takie N € N, Ze /a, < p dlan > N to
szereq Y o7 4 ay jest zbiezny.

2. Jesli {/a, < p dla nieskonczenie wielu n, to szereg Y2 | a, jest rozbiezny.

Whiosek
Jezeli 3°°° | a, jest szeregiem o wyrazach nieujemnych i jesli lim,, .. a, =

C, to:
1. jesli C < 1 to 02 a, jest zbiezny;

2. jesi C' > 1 to Y7, a, jest rozbiezny.

Przyktady:
n—1\"
Loz ()
n
—1\" —1\" n
Mamvan:n(n ) :<n ) =(1-7) et <t
n n n—oo

Poniewaz e~! < 1 badany cigg jest zbiezny.



i <n+1>"2

n=1 n

Jrn4INY m 1\ 1\" . .
Ya, = ( > :< > :(1+> —— e > 1 = szereg rozbiezny
n n n—00

n+1

n? n2
Zauwazmy, ze tutaj mamy ( ) = (1 + %) > 1,n € N a wiec nie

n-+1 n?

moze by¢ lim,, < = (0 i dlatego na podstawie warunku konieczne-

n

go (tw.1) widzimy, ze szereg jest rozbiezny.

Twierdzenie 8 (kryterium poréwnawcze w wersji granicznej). Jezeli Y 00 | ap,

Yool 1 by sq szeregami o wyrazach nieujemnych i b, > 0 dla n € N 1 je-
an . .

Sl lim,, o o= gig € (0,400) to szeregi 300 1 an, Sooo; by sq albo oba

zbiezne albo oba rozbieine.

Rozpatrywalismy dotad gtéwnie szeregi o wyrazach nieujemnych. Rozpa-
trzymy teraz szeregi o wyrazach dowolnych rzeczywistych.

Twierdzenie 9 (kryterium Dirichleta). Jezeli cigg sum cze$ciowych szeregu
S0 | ay, jest ograniczony i jesli cigg (by)nen jest malejgcy i zbieiny do zera,
to szereq Yo7 1 anb, jest zbieiny.

Jako wniosek otrzymujemy:

Twierdzenie 10 (kryterium Leibniza dla szeregéw naprzemiennych). Je-
zeli cigg (an)nen jest malejgcy i zbiezny, do zera, to szereg naprzemienny
S (=1)"a, jest zbieiny.

n=1

Przyktad: szeregi:

- _1yn—1- - o n—li - . n—l;l
Sy S a0 S

sig zbiezne na podstawie kryterium Leibniza.

Twierdzenie 11.
> 1

Y —=e (15)
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